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Konzistence matice parovych porovnani pii
pouziti Analytického hierarchického procesu
(AHP).

Consistency of pair-wise matrix when using
Analytic hierarchy process method (AHP).

Rostislav Tomes, Julius Alcnauer

Abstrakt: Prispévek se zabyva metodou Analyticky hierarchicky proces (AHP), sesta-
venim matice parovych porovnani a vlastniho vektoru této matice. Jednotlivé kroky
metody AHP jsou popsany na dvou kratkych p¥ikladech s ohledem na konzistenci ma-
tice parovych porovnani.

Klicova slova: AHP, konzistence, Excel

Abstract: The paper deals with the method of Analytic Hierarchy Process (AHP), con-
structing a matrix of pair-wise comparison and eigenvector of the matrix. The steps of
the method AHP are described at two short examples with regard to the consistency of
the matrix of pair-wise comparison.
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Uvod

Soucasné podminky na svétovych trzich kladou zvysené naroky na kvalitu manazer-
ského rozhodovani. Chybné rozhodnuti mutize pfinést velké ztraty a n¢kdy i likvidaci
firmy. V p¥iprav€ manaZzert pro 21. stoleti je proto diilezité vratit vjznam matematice
a jejim aplikacim, nap¥. p¥i rozhodovacich procesech. Tento pfFistup mtize byt p¥ino-
sem i pro men3i firmy. Popisovana Saatyho metoda je vyuzitelna pfi vicekriteridlnim
rozhodovani a zkva-litiiuje analyticky hierarchicky proces, p¥i kterém poméaha nalézt

yveve

nejoptimalné&jsi variantu pro rozhodovatele.

Cilem rozhodovéani rozumime ur¢ity budouci stav okoli rozhodovatele vyplyvajici
z nutnosti uskute¢nit ur¢ité poteby nebo plnit jisté funkce. Cile se ma dosdhnout rea-
lizaci n€které z variant rozhodovani. Cil rozhodovéani se obvykle hierarchicky rozklada
do dil&ich cild, které se transformuji do podoby rozhodovacich kritérii. [RAMIK, 2010]

Lidé jsou p¥i rozhodovani mezi variantami ovlivnéni p¥itomnosti, okolnim prostie-
dim, socialnimi i politickymi vlivy. Rozhoduji se na zdkladé svych znalosti, zkuSenosti,
analyzuji rizika a p¥inosy svého rozhodnuti. Rozhodovani mtizeme od subjektivnich
vlivii oprostit, budeme-li hodnotit alternativy kazdou zvlast. Je jednodussi alternativy
porovnavat nez se snazit spocitat jejich preference. Pfitom porovnavani se musi po-
hybovat v pfipustném rozsahu konzistence. Metoda Analyticky hierarchicky proces

(AHP) zahrnuje jak porovnavani, tak i vyhodnocovani. [SAATY, 1994]

1. Zakladni pojmy pro metodu AHP

Saatyho analyticky hierarchicky proces je matematickd metoda, pF¥esnéji fe¢eno ma-
tematicky model. Pro jeho popis je potieba uvést n€které pojmy a definice z linedrni
algebry.

1.1 Definice

Vlastni ¢islomatice A typu n x n je A komplexni ¢islo které vyhovuje rovnici det (A, - A
I) = 0, kde I je jednotkova matice. Rovnice det (A, - L I) = 0 se nazyva charakteristicka
rovnice matice A.

2. Rozhodovani

U¢init rozhodnuti je béznym tkolem kazdého manazera, zde je v roli rozhodovatele
(decision maker). Ukolem rozhodovatele je vybrat jednu nebo vice variant z mnoziny
vsech pfipustnych variant. Rozhodovateletedy definujeme jako subjekt, ktery ma uci-
nit rozhodnuti, vybrat variantu, kterd je hodnocena nejlépe, optimalni variantu. Vybér
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z mnoziny m moznych variant usnadiiuje vicekriteridlni analyza. Strukturovani vari-
ant do hierarchie, popis jednotlivych kritérii rozhodovani, jejich kvantifikace a vyhod-
noceni, to umoznuje vicekriteridlni rozhodovaci proces.

Varianty (alternativy) ozna¢ime v nasledujicim textu jako V (proi=1, ..., m). Hlediska,
podle kterych varianty rozhodovatel posuzuje, nazveme kritéria, ta budeme znacit K,
(proi=1, ..., n). Kritéria mohou byt bud kvalitativni, nebo kvantitativni. Kvalitativni
kritéria nelze objektivn€ méfit, a proto je v rozhodovacim procesu uréujeme veétsi-
nou podle bodové stupnice nebo porovnanim variant mezi sebou metodou parového
porovnani. S hodnotami ze stupnice nebo parového porovnani déle pracujeme jako
s kvantitativnimi kritérii. S kvantitativnimi kritérii, nap¥iklad cena, vy3e platu, apod.
pracujeme p¥imo jako s hodnotami.

2.1 Metoda parového porovnani

Metoda parového porovnani (pair-wise comparison) umoziiuje priradit jednotlivym
variantam relativni hodnoty, nazyvané vihy. Nejdtlezitéjsi varianta je pak vypocitana
metodou vlastnich ¢isel (eigenvalue method) [ESLAMIPOOR, 2013]. N¢kdy je metoda

nazyvana metodou vlastniho vektoru.

2.2 Saatyho metoda AHP

Matematicky model pouzivany ve vicekriteridlni rozhodovaci metod€ vychézi ze sta-
noveni kritérii mezi jednotlivymi faktory, které ovliviiuji rozhodovani. Pokud se ma-
nazer rozhoduje mezi vice variantami, je pro kazdou variantu nutné stanovit kritéria,
resp. vztahy mezi jednotlivymi faktory. Ziskani co nejvice pravdépodobnych hodnot

vYvve v

kritérif je nejt&zsi ¢asti rozhodovaciho procesu. Dal3i je jiz jen matematika.

Metodu AHP Analytic Hiearchy Process popsal Prof. Dr. Thomas L. Saaty, profesor na
University of Pitsburg, kde vyu¢uje na Joseph M. Katz Graduate School of Bussines.
Profesor Saaty popsal metodu vicekriteridlnitho rozhodovani nazyvanou dnes jeho
jménem.

Preference jednotlivych variant jsou ohodnoceny skalou lichych ¢isel od 1 do 9, ktera
vyjadFuji stupnici intenzity vyznamu varianty. Pro vytvofeni Saatyho matice musime
prifadit absolutni dilezitost jednotlivym variantam, podle preferenci rozhodovatele
nebo kolektivu rozhodovatelt, a pouzit uvedenou devitibodovou stupnici. Pro citli-
vE&j3i vyjadieni intenzity vyznamu je mozné pouzit mezistupné, suda &isla 2, 4, 6, 8.
Pfifazeni dilezitosti jednotlivych variant mtZe provadét kolektiv rozhodovateltt me-
todou brainstormingového setkani, dokonce pro kazdé kritérium oddé&lené. Tim se
zrozhodovaciho procesu vice vylou¢i subjektivni faktor rozhodovatele. Pro zépis pre-
ferenci pouziva metoda AHP metodu parového porovnéni.
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Tabulka 1 - Saatym doporucena stupnice intenzity vyznamu

Ciselné | slovni -
o - komentaf
mefitko | méfitko
) Vari , . . Obé porovnavané varianty maji
arianty jsou stejné vyznamné stejnou viastnost
3 Varianta je mirné dalezit&ji, Prvni varianta je slabe
ne7 jina varianta vyznamnéjii nez druha
< Varianta je mnohem dilezitéjsi, Prvni varianta je silné vyznamnéj§i
- ne? jina varianta nez druha
7 Varianta je vyrazné dilezitéjsi, Prvni varianta je velmi zilné
nez jina varianta vyznamnéjii nez druha
9 extrémni vyznamnost jedné varianty Prvni varianta je je$té vice nez
nad jinou variantou gilné viznamnéjéi nez druha

[CESTNEJSI, 2001]

Hodnoty ze sloupce ¢iselné méfitko zapiseme do Saatyho matice S,. Z vyse uvedenych
definic vyplyva, ze:

1)

2)

matice S, je ¢tvercovan xn,

matice S,je reciprocni, tedy plati S, =1/,

prvky Saatyho matice S, vyjadiuji odhad podilt vah i-té a j-té varianty. V matici
se tedy vyskytuji lichd ¢isla ze 3kély 1 az 9 nebo podily 1 / liché &islo, kterd
vyjadiuji preference i-té varianty k j-té anaopak,

v, v

diagonalu matice tvofi ¢islo 1, nebot plati S, = S, = 1 pro i=j, libovolna varianta
v porovnani sama k sobé je stejné vyznamna.

2.3 Ukazkové priklady

Pro ukdzku principtt metody AHP jsme zvolil dva kritké p¥iklady, které byly soucas-
ti komplexnéjstho rozhodovaciho procesu, vybéru informaé¢niho systému pro mensi
firmu. Vybirali jsme ze 3esti rtiznych afirma¢nich systémii, pro tcely tohoto ¢lanku
nazvanych I1S1, 1S2,.. 1S6.

V na3em piispévku jsme zvolili jedno kvalitativni kritérium, a to kritérium nazvané
Implementovany databazovy stroj. Rozhodovatelé tedy vybiraji informaéni systém jen
podle toho, nad kterych databazovym strojem pracuje. Hierarchické uspo¥adani roz-

117



Business & IT

hodovaciho procesu spociva praveé v tom, aby rozhodovatelé hodnotili vzdy jen jedno
kritérium oddélené od ostatnich kritérii. Zde se tedy soustfeduji jen na stanoveni toho,
ktery informacni systém jim podle toho kritéria vychazi viznamnéjsi nez jiny.

Jako druhé kritérium ukazkového pitikladu jsme zvolili kvantitativni kritérium, Cena.
Zde ukazujeme, jak probiha sestaveni matice parovych porovnani pro kvantitativni
kritérium.

U obou pfikladii jsme stanovili index konzistence matice parovych porovnani.

2.4 Vyhodnoceni kvalitativnich kritérii

Pfi vyhodnoceni kvalitativnich kritérii uplatnime princip parového porovnani. U kva-
litativnich kritérii hodnotime jednotlivé varianty podle Saatyho stupnice intenzita vy-
znamu (Tabulka 1). Skdlovani umoZziiuje hodnotiteldm porovnavat varianty vzdy jen
podle jednoho kritéria, a to vécng, bez snahy porovnavat fadové odlisné prvky. [RA-
MIK, 2010]

Jednotlivé posuzované varianty sestavime do tabulky a zapiS§eme hodnoty parového
porovnani, tedy vztah vyznamnosti jedné varianty vici jiné variant€. Naptiklad druhy

Ve vew

Vel vev,

7 / 1. Takto potom zapisujeme vyznamnosti do Saatyho matice.
Pouzili jsme formulé¥ parového porovnani v Excelu.

Formulai parového porovnani

Varianta 1 9 7 5 3135 7 9|Varianta?2
Varianta 1 9 7 5 31 357 9|Varianta3

Ukéazka formuléfe pro parové porovnani

Podle Tabulky 1 jsme zapsali porovnani kazdé varianty vici ostatnim variantdm. Vy-
branou intenzitu vyznamu jsme oznacili v Excelu ¢ervenou barvou pisma, nasledné
jsme nepouzité varianty pro lepsi pfehlednost smazali. Pro nas ptiklad pofizeni firem-
niho informaéniho systému jsme tak dostali vyplnény formulaf pro kritérium Imple-
mentovany databazovy stroj:
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Formula¥ parového porovnani

151 3 152
151 7 153
151 7 154
151 3 IS5
151 156
152 7 153
152 3 154
152 3 155
152 156
153 154
153 3 155
153 156
154 1 155
154 7 156
155 7 156

Tabulka vzdjemného porovnani variant vzhledem ke kritériu Implementovany databézovy stroj

Saatyho matice parovych porovnani S, pak ma tvar:

varianty:

151
152
153
154
155
156

vl
v2
v3
v
V5
vb

vl

D =] =] =

1/3

Saatyho matice

v2

v3
1/7
1/7
1

5

3
1/3

Saatyho matice parovych porovnani Si.

vd
1/7
1/3
1/5

1
1
7

v5
1/3
1/3
1/3

vb

1/7
1/7




Business & IT

2.5 Metoda vlastniho vektoru matice (Eigen vector)

Pro matici parovych porovnani S, potfebujeme urcit nejvétsi vlastni ¢islo matice A_,

va.ve

andsledné€ normovany vlastni vektor pfislusného k nejvétsimu vlastnimu ¢islu x__ .

X

X

Podle definice 2.7 Fesime rovnici det (S, - A I) = 0, kde I je jednotkova matice.

matice (S-A*1) 999,000|A
=si-lambda*| 0 0 3 9,83044E+17 det
3 98 0 0 0 3
7 7 998 0 0 3
7 3 5 98 1 0
3 3 3 1 -998 0
o o o 7 7 -99%8

Rovnice v Excelu pomoci maticového vzorce a funkce =DETERMINANT.

PP

Pro feSeni rovnice jsme pouzili Hledani reseni, tedy itera¢ni postup v Excelu. Do buii-

s vo

ky A musime zadat velké €islo, protoze hleddme ze v3ech FeSeni nejvétsi & . Re3ent
rovnice det (S, - » I) = 0 konverguje v nasem piikladu k hodnoté¢ 1,22 10°, coz mtizeme
povazovat za uspokojivou presnost fedeni. & pak vychazi 11,399.

matice (S-A*1) 11,39873977 A
-10 0 0 0 1] 3 1.22434E-D5.det

-10 0 0 0 3 2,079747955 |,
-10 0 0 3

7

, _

; Stav hledani fegeni > IEH
0

0 Pro bunku W20
bylo nalezeno feseni,

= Bt
L n

Cilova hodnota: 0
Aktualni hodnota: 1,22434E-0

Storno

Hledanifesenia_ .
max
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2.6 Konzistence, index konzistence

Metoda AHP je zaloZena na principu parového porovnéani. Vytvofend matice je, podle

vy$e uvedeného, ¢tvercova, reciproc¢ni, diagonalu matice tvofi ¢islo 1 a idedlni by pro
pFesnost metody bylo, aby matice byla konzistentni.

vvvvvv

verveve Veiveve

prvek x.. PFi porovndvéni kvalitativnich kritérif je vSak naprostd konzistence matice pa-
rovych porovnani spise vyjime¢na. Naopak, p¥i porovnavani kvantitativnich kritérii je
matice parovych porovnani dokonale konzistentni, plati totiz, Ze vahy, hodnoty kvanti-
tativniho kritéria jsou zndmy v, > 0 avj > 0 a pro prvky matice parovych porovnani plati
S;=v,/ v, Plati-li uvedeny vztah, matice S = (s;) je reciproka a konzistentni. [RAMIK,
2000]

Pro tspé&snost metody AHP je tedy dtlezity index konzistence. Plati, Ze maximalni
viastni ¢islo Etvercové matice parovych porovnani S = (s) typu m x m, kterd je vzdy
reciproka ale nemusi byt konzistentni, A___je vétsi nebo rovno m. Je-li matice S = (s;)
konzistentni, vzdy plati, Ze A _=m. Indexem konzistencenazyvame ¢islo C, vypocita-
né ze vztahu

G =

Index konzistence C, se pro konzistentni matici tedy rovna 1. Nekonzistencimatice vy-
jadfuje velikost odchylky C,0d hodnoty 1.

Podle vyse uvedeného vztahu jsme stanovili index konzistencematice S, jeho hodnota
je 2,0797, to ukazuje na nekonzistentni matici S.. Vétsinou to znamena, Ze rozhodova-
tel si pravdépodobné v nékterych kritériich protiFeci.

Pavodni Saatyho metodika pracuje s normovanym vlastnim vektorem matice S,, ozna-
¢ime jej w. Podle Definice 2.7 vytvoFime nejprve soucin jednotkové maticeIai__ apo-
tommaticovyvyraz (S,-A __TI). Hledame FeSenisoustavy rovnic (S-A__ I) w=0. Soustavu
vyfedime napiiklad pomoci nastroje Resitelv Excelu nebo jingm b&éznym postupem.
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E FiGIH ) K L b N Qi PF Q R 5 T U W w
27 vektor w’
28 1 2 3 4 5 &
29
30 matice (S-Apg,*1)
31 -10 ] 0 V] o 3! 10,53459;
32 = . o - - 3 3,63109
% Parametry Resitele n 3 1027045
34 4] -7,73782
35 Uéelova funkee: W53 = 0 -29,13656
36 -10 2,60756
37 Hiedat: () pax O Min (@ Hodnota: 0

[
o

Proménné modelu:

SQi26:5vize

s
]
H\

o
=

e

Omezuiicl podminky:
SWE32SWSE36 =0 Fridat

.
g M

e
[

Regeni soustavy rovnic.
Vlastni vektor wmatice S, odpovidajici vlastnimu ¢islua__ je
w=(1,899; 2,454; 4,712; 4,629; 3,136; 5,518 ), po normalizaci
w=(0,085;0,110;0,211;0,207; 0,140; 0,247 ) ™.

Nejvyssi hodnota ve vlastnim vektoru matice S, odpovidajici vlastnimu ¢islu & je
0,247, tedy podle kritéria Implementovany databazovy stroj je nelépe hodnoceny in-
formaéni systém IS6.

2.7 Vyhodnoceni kvantitativnich kritérii

V pfipadé kvantitativnich kritérii, jakym je napfiklad cena, je postup p¥i sestavovani
matice parového porovnani odlisny. Do matice S, vyplitujeme pfesny pomér ceny i-té
a j-té posuzované varianty. Prvek matice se potom rovna S =6/ ¢

V nasem piikladu, podle kritéria Cena tidrzby, je prvni prvek symetrické a recipro¢ni
matice S11 roven samoziejmé 1, a dalsi prvek S , je uréen pomérem cen prvnich dvou
posuzovanych IS, tedy 3500,00 / 1450,00 = 2,41. Reciprocita matice S, je pochopitelné
zachovina i pfi vyhodnocovéni kvantitativnich kritérif, tedy i zde plati, ze S, =1/8,.
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Saatyho matice parovych porovnani S, pak ma tvar:

Saatyho matice

varianty: vl v2 V3 v w5 vb
1S1 vl 1 2,410 3,170 4,140 4,140 5,380
1S2 v2 0,414 1 1,311 1,714 1,714 2,229
1S3 v3 0,316 0,763 1 1,307 1,307 1,699
154 v4 0,242 0,583 0,765 1 1,000 1,300
1S5 vS 0,242 0,583 0,765 1,000 1 1,300
156 vb 0,186 0,449 0,588 0,769 0,769 1

Saatyho matice parovych porovnani S,

Nejvyssi vlastni ¢islo matice S, & vyslo 6,00000000270831. To je zptisobeno tim, Ze
jsme Fesilirovnicidet (S;-A_ I)=0pomociiteratniho néstroje Hledani feseniv Excelu.

Toto FeSeni je vyhovujici, determinant vychazi 2,106 10° ne pfesné 0.
Saaty poukazuje na to, Ze pro index konzistence C, = 1 vychazi A =m, v naSem pii-
padé by podle Saatyho mélo byt & = 6. Diky nep¥esnosti itera¢niho nastroje Hledani

reSeniv Excelu je index konzistence v nasem piikladu roven 1,00000000054166, coz
muiizeme povazovat za Saatym deklarovanou hodnotu 1.

Index kon-zistence C, =1, coZ piesné odpovida ditkaztim (kapitola 3.6). [SAATY, 1994]

Vlastni vektor wmatice S, odpovidajici vlastnimu ¢islu s, __ je pro kritérium Cena tidrz-

by
w=(3,411;1,413;1,078;0,824; 0,824; 0,634 ), po normalizaci
w=(0,417;0,173;0,132;0,101; 0,101; 0,077 ) .

vy,

Vidime, Ze nejvyznamnéjsi je podle kritéria Cenatidrzby prvni informaéni systém IS1.
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Zaver

Na dvou kratkych ptikladech jsme ukézali pouziti metody AHP, sestavenim matice pé-
rovych porovnani a stanoveni nejvy3siho vlastniho ¢isla matice parovych porovnant,
v rozhodovacim procesu, a dtilezitost pomocného kritéria konzistence matice péaro-
vych porovnéni.

V soucasném slozitém vyvoji technologii a prostfedi pro podnikani se objevuje stile
vice kritérii. V praxi se ¢asto jevi jako nepfehledna a nékdy je raciondlni rozhodovani
nahrazeno intuitivnim postupem nebo p¥iklonem ke zkusenostem. Zkusenosti mana-
Zera se mohou pro-mitnout do stanoveni vah jednotlivych kritérii. Mezi hlavnimi vy-
hodami metody AHP lze uvést moznost nasazeni pii praci s kvalitativnimi a kvantita-
tivnimi kritérii. Poméaha lepsi orientaci p¥i rozhodovani a optimalizaci zisku p¥irozho-
dovéni za jistoty ale také za rizika. Mtize pFedstavovat elegantni skloubeni exaktnich
postupt se zkusenostmi manazerd.
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